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Abstract — This report presents the implementa-
tion and comparison of two methods for solving
the Maximum Weight Cut problem: an exhaus-
tive search and a greedy heuristic. The Maximum
Weight Cut problem consists in dividing a graph
into two complementary subsets in order to max-
imize the sum of the weights of the edges that
connect the two subsets. While exhaustive search
guarantees an optimal solution, its computational
complexity makes it impractical for large graphs.
On the other hand, the greedy heuristic provides
fast solutions, although suboptimal ones. The ex-
perimental results demonstrate the trade-off be-
tween accuracy and performance, highlighting the
efficiency of the heuristic for graphs with a larger
number of vertices.

Resumo — Este relatério apresenta a imple-
mentagao e comparagao de dois métodos para re-
solver o problema Mazximum Weight Cut: uma pes-
quisa exaustiva e uma heuristica gulosa. O pro-
blema Maximum Weight Cut consiste em dividir
um grafo em dois subconjuntos complementares,
de forma a maximizar a soma dos pesos das ares-
tas que ligam os dois subconjuntos. A pesquisa
exaustiva garante uma solugao 6tima, mas a sua
complexidade computacional torna-a impraticavel
para grafos de grande dimensao. Por outro lado,
a heuristica gulosa fornece solugoes rapidas, em-
bora subdtimas. Os resultados experimentais de-
monstram o compromisso entre precisao e desem-
penho, destacando a eficiéncia da heuristica para
grafos com um maior nimero de vértices.

I. INTRODUGAO

Atualmente, os problemas em grafos sao amplamente

estudados, pelo facto de terem a capacidade de mode-
lar diversas situagoes reais, desde as mais palpaveis,
como redes de computadores (problema Minimum
Spanning Tree) até as mais abstratas, como fisica es-
tatistica (problema Mazimum Weight Cut) [1].

Este relatério visa explorar o problema Mazimum
Weight Cut, conhecido em portugués por Corte de Peso
Maximo, que consiste na divisao de um grafo nao di-
recionado, G(V, E), onde |V| = n vértices e |E| = m
arestas, de pesos w; ; V¥ (i,7) € E, em dois subconjun-
tos complementares, S e T, de forma a maximizar a
soma dos pesos das arestas que ligam os dois subcon-

juntos [2], isto é

max E Wy 5

€S, jeT
SuT=V
SNT =10

Este problema também pode ser traduzido numa ilus-
tragao grafica, como se pode verificar na figura 1, onde
os vértices do grafo estao divididos em dois subconjun-
tos, S e T, e as arestas que os unem sao destacadas,
evidenciando o objetivo de maximizar a soma dos pesos
dessas arestas.

Fig. 1: Decomposicao dos vértices de um grafo em
dois subconjuntos com o objetivo de maximizar o
peso das arestas que os ligam [3].

Apesar do problema oposto, conhecido como Mini-
mum Weight Cut, ter um algoritmo de resolugao em
tempo polinomial, em certas condicoes, o problema
Mazimum Weight Cut nado o possui, sendo um pro-
blema NP-Hard. Isto implica que a medida que o tama-
nho do grafo aumenta, encontrar solugoes exatas para o
problema torna-se computacionalmente mais exigente
[3].

Ao longo deste relatério, serdao abordadas duas es-
tratégias para a resolugao do problema: uma pesquisa
exaustiva e uma heuristica gulosa.

II. METODOLOGIA DA ANALISE

Com o intuito de analisar o problema em destaque,
foi utilizada a linguagem de programagao Python, co-
nhecida pela sua simplicidade e vasta variedade de bi-
bliotecas, tais como networkx, numpy e itertools, que
facilitaram a implementacgao das estratégias propostas.

Sem desmerecer o uso de ficheiros auxiliares, a andlise
desenvolvida pode ser dividida em 2 ficheiros princi-
pais, sendo estes:

$ python3 graphs.py
$ python3 benchmarks.py



O ficheiro graphs.py teve como propésito gerar varios
grafos aleatérios, tendo em conta a semente 124348,
com diferentes niimero de vértices, nimero de arestas
e peso de arestas, de forma a avaliar o comportamento
das estratégias aplicadas em diferentes cenarios.

O ficheiro benchmarks.py foi o responsavel por execu-
tar as estratégias de resolugao do problema, nomeada-
mente a pesquisa exaustiva e a heuristica gulosa, para
véarios grafos gerados, guardando os resultados obtidos,
tais como tempo de execucao, numero de operacoes
bésicas e precisao do resultado da heuristica gulosa,
para posterior analise.
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Fig. 2: Visualizacao da aplicacao dos algoritmos de
pesquisa exaustiva (na parte superior) e heuristica
gulosa (na parte inferior) a um dos grafos gerados
(0005_500.graphml). Apenas as arestas visiveis sao
consideradas no cédlculo do peso do corte.

III. ALGORITMO DE PESQUISA EXAUSTIVA

Tendo em conta o algoritmo de pesquisa exaustiva,
este visa gerar todas as combinagoes possiveis de sub-
conjuntos de V e, para cada subconjunto, calcular o
peso do corte e comparar com o melhor corte encon-
trado até ao momento, ou seja, o algoritmo tem duas
fases: a geragao de todos os subconjuntos possiveis e
a avaliacdo de cada subconjunto. Esta estratégia ga-
rante a obtengao da solugao 6tima, todavia, o seu custo
computacional é exponencial, sendo impraticavel para
grafos de grande dimensao.

Este algoritmo pode ser representado em pseu-
docddigo da seguinte maneira:
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Algoritmo 1 Pesquisa Exaustiva

Entrada: matriz de adjacéncia G
Saida: subconjuntos S e T, peso do corte weight
1: inputset + {0, 1, ..., len(G) - 1}
2: subsets «+ EMPTY LIST
3: n < LENGTH OF input_set
> Generate all subsets

4: for r from 0 to n do

5: for each S in combinations(input_set, r) do
6: Add S to subsets

7 end for

8 end for

9: best < input_set

10: weight < 0
> Evaluate each subset
11: for each S in subsets do

12: new_weight < 0

13: for each iin S do

14: for each j in input_set - S do
15: new_weight < new_weight + Gli, j]
16: end for

17: end for

18: if new_weight > weight then

19: best < S

20: weight < new_weight

21: end if

22: end for

23: S < best
24: T < input_set - best
25: return S, T, weight

Pode-se verificar que as duas fases deste algoritmo
apresentam complexidades O(2") e O(2" x n?), respe-
tivamente. A primeira devido ao processo de geracao
de todos os subconjuntos possiveis (2") e a segunda
devido ao processo de percorrer cada subconjunto (2™)
e para cada qual percorrer todas as combinagoes de
arestas, mesmo com peso 0, entre o préprio e o seu
complementar (no pior caso, (n + 2)% — n?).

Assim, verifica-se que a complexidade deste algoritmo
é exponencial com um fator polinomial: O(2" x n?), o
que reforca a ideia de que este algoritmo é impraticével
para grafos de grande dimensao, dai a necessidade de
algoritmos alternativos, como o algoritmo de pesquisa
gulosa.

IV. ALGORITMO DE PESQuUISA GULOSA

Atendendo ao algoritmo de pesquisa gulosa com
heuristicas, este segue uma abordagem diferente, uma
vez que nao garante a obtencao da solugao étima, mas
sim uma solugao aproximada, em tempo polinomial.
Isto acontece devido a natureza do algoritmo, que em
cada etapa faz escolhas localmente étimas, sem con-
siderar o impacto global da escolha, na esperanca de
alcancar um 6timo global.

Para o desenvolvimento deste algoritmo, foi necesséria
uma andlise a diversas regras heuristicas [4], com o
objetivo de determinar a melhor estratégia a seguir.
Desta forma, a estratégia escolhida pode ser examinada
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em detalhe no pseudocddigo apresentado a seguir.

Algoritmo 2 Pesquisa Gulosa

Entrada: matriz de adjacéncia G
Saida: subconjuntos S e T, peso do corte cut_weight
1. n < len(QG)

> Extract edges and their weights
edges < EMPTY LIST
for i from 0 ton - 1 do
for jfromi+ 1ton-1do
weight + G[i, j]
Add (i, j, weight) to edges
end for
end for
Sort edges in descending order by weight
> Process each edge

10: cut_weight < 0
11: seen, S, T < EMPTY SETS
12: for each (u, v, weight) in edges do

13: if u not in seen and v not in seen then
14: cut_weight < cut_weight + weight
15: AddutoS,add vto T

16: Update seen with {u, v}

17: else if uin S and v not in seen then
18: cut_weight <— cut_weight 4+ weight
19: Add v to T, add v to seen

20: else if uin T and v not in seen then
21: cut_weight < cut_weight 4+ weight
22: Add v to S, add v to seen

23: else if v in S and u not in seen then
24: cut_weight < cut_weight 4+ weight
25: Add u to T, add u to seen

26: else if v in T and u not in seen then
27: cut_weight < cut_weight + weight
28: Add u to S, add u to seen

29: else if uin S and v in T then

30: cut_weight < cut_weight + weight
31: else if vin S and u in T then

32: cut_weight < cut_weight + weight
33: else > Both u and v have been seen, skip
34: end if

35: end for

36: return S, T, cut_weight

Pode-se observar que o algoritmo tem duas etapas:
uma de pré-processamento, onde sao extraidas as ares-
tas e os seus pesos e ordenados de forma decrescente,
e outra de processamento, onde as arestas sao proces-
sadas de acordo com as regras heuristicas definidas.

A primeira etapa deste algoritmo é a mais custosa em
termos de complexidade, sendo O(n? + mlogm), por
percorrer toda a matriz de adjacéncia (n x n) e order-
nar de forma descrescente as arestas. Pelo facto do
grafo ter no total 0.5 x n(n— 1) arestas, contabilizando
as nulas, o termo mlogm torna-se dominante, pelo
que a complexidade da etapa pode ser escrita como
O(n?logn).

A segunda etapa, por sua vez, tem uma complexidade
O(m), dado que que percorre todas as arestas do grafo,

nulas inclusive, podendo ser escrita como O(n?).
Portanto, pode-se concluir que esta abordagem apre-
senta uma complexidade polinomial com um fator lo-
garftmico adicional: O(n?logn).

V. ANALISE DOS RESULTADOS

Apés a implementagdo e execugdo dos algoritmos de
pesquisa exaustiva e pesquisa gulosa, através do fi-
cheiro benchmarks.py, foi possivel analisar os resulta-
dos obtidos, nomeadamente o ntmero de operacoes
bésicas, o tempo de execugao, a quantidade de di-
ferentes solugoes testadas e a precisao da solugao da
heuristica gulosa.

A. Andalise do Nimero de Operagoes

Pelo facto da complexidade de um algoritmo ser
uma medida fundamental para compreender a sua
eficiéncia, e a primeira poder ser medida em termos
do numero de operagoes basicas que este realiza, em
fungao do tamanho do pardmetro de entrada [5], esta
analise visa validar as complexidades tedricas previa-
mente discutidas nas secgoes referentes a cada algo-
ritmo.

Para isso, foi criado um grafico (fig. 3) que ilustra o
numero total de operagoes bésicas executadas, por am-
bos os algoritmos, para grafos com diferentes niimeros
de arestas e de vértices.
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Fig. 3: Numero de operagoes bésicas realizadas pelos
algoritmos de pesquisa exaustiva e heuristica gulosa
em fungao do nimero de vértices, para diferentes
grafos.

Pode-se observar no grafico acima, a laranja, a in-
formacao relativa ao algoritmo de pesquisa exaustiva,
especificamente, os resultados para diferentes grafos,
representados por pontos, e uma linha que representa
a fungdo e(n) = 272 x n?, que modela de forma efi-
caz o comportamento do niimero de operagoes realiza-
das pelo algoritmo. Analogamente, a azul, encontra-
se a informagao relativa ao algoritmo de heuristica
gulosa, cujos resultados sao modelados pela funcao
f(n) =n?logn.

Assim, é possivel verificar que o nimero de operagoes
bésicas realizadas pelos algoritmos é consistente com as



complexidades tedricas previamente referidas: O(2" x
n?), para o algoritmo de pesquisa exaustiva, e
O(n?logn), para o algoritmo de heurfstica gulosa, re-
forgando a ideia de que este algoritmo é mais eficiente
que a pesquisa exaustiva, em termos de complexidade.
Para além disso, é importante destacar que nao hé di-
ferencas significativas no ntimero de operagoes realiza-
das pelos algoritmos em relagao ao nimero de arestas,
o que é evidenciado no gréfico (fig. 3), dado que grafos
com o mesmo numero de vértices, mas com diferentes
quantidades de arestas, estao sobrepostos. Isto estd
relacionado com o facto de ambos os algoritmos anali-
sarem todas as arestas possiveis, ao invés de apenas as
arestas com peso diferente de zero, de forma a evitar
possiveis problemas relacionados a nds soltos.

B. Andlise do Tempo de Execucgdo

Outra métrica relevante na avaliagao de algoritmos é o
tempo de execucao, uma vez que permite compreender
a eficiéncia das operagoes e do algoritmo em relagao
ao tamanho do parametro de entrada. Ademais, esta
andlise possibilita comparagoes objetivas entre diferen-
tes abordagens, facilitando a escolha do algoritmo mais
adequado de acordo com cada situagao.

Contudo, esta métrica pode ser facilmente influen-
ciada por diversos fatores, tais como o ambiente em
que o algoritmo é executado, nomeadamente as espe-
cificagoes do hardware utilizado, e as caracteristicas
especificas dos grafos [6]. Para minimizar a risco do
enviesamento destes resultados, foram realizadas pelo
menos trés medigoes para cada grafo, tendo sido esco-
lhido o tempo minimo entre elas, para ter uma maior
coeréncia nos dados obtidos. Para além disso, todas
as execugoes foram realizadas num MacBook Air, com
um processador Apple M1 e 16GB de memodria RAM,
garantindo a manutencao de um hardware constante
para a analise.

Assim, para a realizagao desta analise, foi criado um
grafico (fig. 4) que ilustra o tempo de execugdo de
cada algoritmo, para diferentes grafos, em funcao do
nimero de vértices.
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Fig. 4: Tempo de execugao dos algoritmos de
pesquisa exaustiva e heuristica gulosa em fungao do
namero de vértices, para diferentes grafos.
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A partir do gréfico anterior, é possivel verificar os tem-
pos de execugao, em funcao do niimero de vértices para
o algoritmo de pesquisa exaustiva, a laranja, e para o
algoritmo de heuristica gulosa, a azul.

Atendendo ao algoritmo de pesquisa exaustiva, é
possivel reparar que a partir de n = 21, o tempo
de execugao explode, sendo mais notério o comporta-
mento exponencial do algoritmo. Por outro lado, como
seria de esperar, o algoritmo de heuristica gulosa ape-
nas apresenta o seu crescimento quadratico, de forma
mais notéria, a partir de n ~ 10*, revelando-se signifi-
cativamente mais eficiente que o algoritmo de pesquisa
exaustiva em grafos de maiores dimensoes.

De modo a prever o tempo de execucao para gra-
fos de maior dimensao, foram ajustadas diversas re-
gressoes para modelar o comportamento desta métrica
para cada algoritmo. Neste processo, foram testados
diferentes tipos de regressoes, incluindo exponenciais,
polinomiais até segundo grau, logaritmicas e funcoes
que refletissem a complexidade algoritmica do respe-
tivo algoritmo. Para além disso, o critério utilizado
para a escolha da melhor regressao foi a minimizagao
da medida de erro conhecida por Normalized Mean Ab-
solute Error (NMAE).

Assim, obteve-se que o tempo de execucdo do al-
goritmo de pesquisa exaustiva pode ser modelado
pela funcio g(n) = 2(*=2435) x n2 com um NMAE
de 2.48%, e o tempo de execucdo do algoritmo de
heurfstica gulosa pela funcio h(n) = 1.86 x 1078 x
n?logn, com um NMAE de 8.38%.

Por fim, nota-se que esta métrica nao depende do
namero de arestas, como seria de esperar, uma vez que
o tempo de execugao é influenciado pelo ntmero de
operagoes basicas realizadas que, por sua vez, apenas
dependem do nimero de vértices. Importa também
referir que as regressoes obtidas estao fortemente cor-
relacionadas com o hardware utilizado na obtenc¢ao dos
tempos, pelo que os resultados obtidos podem nao ser
generalizaveis para outros ambientes.

C. Andlise de Solugoes e Precisao

Em ltima andlise, foi possivel comparar a quantidade

de diferentes solucoes testadas pelos algoritmos, bem
como a precisao da solugao da heuristica gulosa, para
diferentes grafos.

C.1 Quantidade de Solugoes Testadas

Atendendo ao algoritmo de pesquisa exaustiva, sa-
bendo que este testa todas as combinagoes de subcon-
juntos possiveis, trivialmente, o nimero de solugoes
testadas é dado por 2", o que é possivel verificar tanto
analiticamente, como através da andlise dos resultados
obtidos.

Por outro lado, o algoritmo de heuristica gulosa, ape-
nas testa uma solugao, a que é obtida pela heuristica.

Assim, é possivel verificar que o nimero de solugoes
testadas pelo algoritmo de pesquisa exaustiva é expo-
nencial, enquanto que o ntimero de solucoes testadas
pelo algoritmo de heuristica gulosa é constante, re-
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forgando a ideia de que este ultimo é mais eficiente.
Contudo, apenas o primeiro garante a solucao 6tima,
ou seja, uma precisao constante de 1.

C.2 Precisao da Heuristica Gulosa

Quanto & precisdo da heuristica gulosa, esta varia de

acordo com o grafo em andlise, uma vez que nao é
garantida a solucao 6tima. Esta pode variar entre 1,
quando a solucao obtida é idéntica a solucao étima,
e aproximadamente 0, quando as escolhas locais da
heuristica sdo muito desfavoraveis para o corte global.
De forma a analisar a precisao deste algoritmo, foram
comparados os pesos obtidos por este algoritmo com
os pesos obtidos pelo algoritmo de pesquisa exaustiva,
para grafos até 24 vértices, com 4 diferentes densida-
des cada, e com os melhores pesos conhecidos para os
grafos pertencentes ao conjunto Gset [7], [8], para tes-
tar grafos de maiores dimensoes, em particular entre
800 e 10000 vértices. Calculadas as precisoes para
cada grafo, foi criado um grafico para verificar a in-
fluéncia do niimero de vértices e de arestas na precisao
da heuristica gulosa.
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Fig. 5: Precisao do algoritmo de heuristica gulosa em
fungao do nimero de vértices e de arestas.

Através da andlise deste ultimo grafico, pode-se veri-
ficar que a precisao do algoritmo de heuristica gulosa
¢é influenciada pelo niimero de vértices e de arestas.
Isto deve-se ao facto de que, quanto maior for o grafo,
em termos de arestas, mais decisoes locais o algoritmo
terd de tomar, aumentando a probabilidade de fugir
ao 6timo do problema, uma vez que as escolhas locais
podem nao ser as mais adequadas para o corte global.
Para além disso, o niimero de vértices ao estar direta-
mente relacionado com o nimero de arestas, também
revela uma influéncia na precisao.

Por fim, também foi calculada a média da precisao
obtida para os grafos testados, sendo esta de aproxi-
madamente 0.788, revelando a capacidade do algoritmo
fornecer solugoes de qualidade aceitdavel, especialmente
para grafos de menor dimensao. Contudo, esta medida
nao deverd ser generalizada, visto que os grafos de me-
nor dimensédo (n < 24) foram testados em maior peso,
face aos de maior dimensdo (Gset), pelo que a mesma

podera apresentar um enviesamento positivo.

VI. CONCLUSAO

Em suma, pode-se verificar que existem vérias abor-
dagens para a resolugao do problema Maximum Weight
Cut, entre elas a pesquisa exaustiva e a heuristica gu-
losa, cada qual com as suas vantagens e desvantagens.

Através da andlise dos resultados obtidos com a
aplicacao destas abordagens, nota-se que o algo-
ritmo de pesquisa exaustiva, face a heuristica gu-
losa, tem uma complexidade computacional que au-
menta muito mais rapidamente com o ntumero de
vértices, em particular, de forma exponencial, en-
quanto que a heuristica gulosa apresenta uma com-
plexidade quadratica, revelando-se mais eficiente para
grafos de maior dimensao.

Apesar do algoritmo de heuristica gulosa ter em seu
favor a eficiéncia, nao garante a obtencao da solugao
otima, pelo que a sua precisao varia de acordo com
o grafo em andlise. Em contrapartida, o algoritmo
de pesquisa exaustiva garante a obtencao da solucao
otima, pelo que hd um compromisso associado a es-
colha do algoritmo a ser aplicado. Ainda assim, foi
possivel observar que a heuristica gulosa é capaz de
fornecer solugoes relativamente préximas a étima, para
grafos de menores dimensoes, mas perdendo alguma
precisao com o aumento do niimero de arestas.

Por fim, este estudo destacou a importéancia da escolha
de abordagens metodoldgicas na resolucao do problema
Mazimum Weight Cut, enfatizando a influéncia das ca-
racteristicas de cada algoritmo tanto na qualidade das
solugoes, como na eficiéncia do processo de resolugao.
Para além disso, embora apenas tenham sido aplica-
dos algoritmos deterministicos ao longo deste estudo, é
provavel que a integracao de componentes estocésticas,
ou até mesmo a aplicacao de técnicas de otimizacao
via aprendizagem automadtica, para ajustar as regras
heuristicas, possam melhorar os resultados obtidos.
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